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数列, 作为一个整体!

思考题

一个数列 a0, a1, · · · , an, · · · , 可不可以用一个整体来表达, 和代
数处理?

∑
i≥0

ai or
∏
i≥0

ai?

失去了有序性!
无法处理!
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生成函数与数列

一个数列的问题

一个数列 a0, a1, · · · , an, · · · , 可不可以用一个整体来表达, 和代
数处理?

次序用什么来体现? 需要给每一项一种特殊的 “标记”!

引入形式化参数 z. 给第 i 项一个 “标记” Di(z). 考虑一个和式:∑
i≥0

aiDi(z).

这样就有了次序性, 我们把它叫做这个数列的生成函数 (GF)!
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尝试取取不同的 Di(z) 吧!
取 Di(z) = zi, 我们得到了普通型生成函数 (OGF):

F (z) =
∑
i≥0

aiz
i.

取 Di(z) = zi

i!
, 我们得到了指数型生成函数 (EGF):

F (z) =
∑
i≥0

ai · zi

i!
.

取 Di(z) = 1
iz

(i ≥ 1), 我们得到了狄利克雷生成函数 (DGF):

F (z) =
∑
i≥1

ai · 1
iz

.
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如何解递推式

递推式的本质是数列的项与项之间的性质.

让我们用生成函数整体地考虑整个数列.
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一个见过很多次的数列

求个通项先

斐波那契数列:

f0 = 0, f1 = 1, fi = fi−1 + fi−2(i ≥ 2).

尝试写出它的 OGF:

F (z) =
∑
i≥0

fiz
i

这没有用. 我们尝试化简.
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一个见过很多次的数列

F (z) =
∑
i≥0

fizi

= f0z0 + f1z1 +
∑
i≥2

(fi−2 + fi−1)zi

= f0 + f1z + z2∑
j≥0

fjzj + z
∑
k≥0

fkzk

= z + zF (z) + z2F (z).

这里做了代换 j = i − 2, k = i − 1.
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GF 的封闭形式

根据上文的分析, 得到 F (z) = z + zF (z) + z2F (z).

抛弃敛散性分析, 直接得到了一个优美的形式为

F (z) = z

1 − z − z2 .

这样用有限项表示 GF 的形式叫 GF 的封闭形式.

接下来怎么求 fn 呢? 要求的其实是 [zn]F (z) = [zn] z

1 − z − z2 .

这就是 GF 的运算的事了.
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组合对象

除求解递推式外, 生成函数一大作用在于描述组合对象, 方便计
数.

根本逻辑是: 组合对象的某种特性构成一个数列, 再用 GF 来描
述这个数列.

e.g. 结点个数为 n 的二叉树个数.
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组合对象

除求解递推式外, 生成函数一大作用在于描述组合对象, 方便计
数.

根本逻辑是: 组合对象的某种特性构成一个数列, 再用 GF 来描
述这个数列.

e.g. 结点个数为 n 的二叉树个数.
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数.
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e.g. 结点个数为 n 的二叉树个数.
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GF 表达组合意义方便在哪?

卷积! 具有超强的组合意义.

对形式幂级数而言, 设 G(z) =
∑
i≥0

giz
i, H(z) =

∑
i≥0

hiz
i.

卷积定义为

(G ∗ H)(z) =
∑
k≥0

 ∑
i+j=k

gihj

 zk.
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GF 表达组合意义方便在哪?

卷积! 具有超强的组合意义.

对形式幂级数而言, 设 G(z) =
∑
i≥0

giz
i, H(z) =

∑
i≥0

hiz
i.

卷积定义为

(G ∗ H)(z) =
∑
k≥0

 ∑
i+j=k

gihj

 zk.
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OGF 的卷积

若三个 OGF 有形式为

F (z) =
∑
i≥0

fiz
i, G(z) =

∑
i≥0

giz
i, H(z) =

∑
i≥0

hiz
i,

且有 F = G ∗ H, 那么 fn =
∑

i+j=n

gihj .

这种卷积表达的是集合的合并/无序组的合并/序列的拼接.
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EGF 的卷积

若三个 EGF 有形式为

F (z) =
∑
i≥0

fi · zi

i!
, G(z) =

∑
i≥0

gi · zi

i!
, H(z) =

∑
i≥0

hi · zi

i!
,

且有 F = G ∗ H, 那么 fn =
∑

i+j=n

n!
i! · j!

gihj =
∑

i+j=n

(
n

i

)
gihj .

这种卷积 (二项卷积) 表达的是序列的合并/有序组的合并.
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DGF 的卷积

若三个 DGF 有形式为

F (z) =
∑
i≥1

fi · 1
iz

, G(z) =
∑
i≥1

gi · 1
iz

, H(z) =
∑
i≥1

hi · 1
iz

,

且有 F = G ∗ H, 那么 fn =
∑
ij=n

gihj =
∑
d|n

gdhn/d.

这种卷积 (狄利克雷卷积) 表达的是数论函数之间的关系, 在数论
中运用广泛.
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二叉树的个数

用生成函数求解节点个数为 n 的二叉树个数.

首先分析数列, 设结点个数为 n 的二叉树个数为 an.
那么 a0 = 1, 当 n ≥ 1 时可以使用二叉树的递归定义.

需要 OGF, 设为 F (z) =
∑
i≥0

aiz
i.

由上可知
F (z) − 1 = zF 2(z)

组合意义为, 任何结点数 ≥ 1 的二叉树 (即 F (z) − 1) 都可以由
根节点 (z) 和左右子树 (F 2(z)) 拼接构成.

剩下的是 GF 运算的事了.
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只有卷积太单调了

生成函数 (OGF, EGF) 的运算本质是形式幂级数的运算.

根据卷积的定义, 模仿我们熟悉的实分析的一些内容, 我们可以
定义生成函数 F 的各种运算

1/F, ln(F ), exp(F ), E(F ), · · ·

它们都有相应的组合意义!

涉及代数学的相关知识.
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很多东西是推不出来的!

因为卷积的性质, 对于很难用数学方法得到形式化解的 GF, 可以
用算法求它的前 n 项! 或者说, 求它前有限项构成的多项式.

FFT, 牛顿迭代法, 拉格朗日定理...

极其复杂!
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用算法求它的前 n 项! 或者说, 求它前有限项构成的多项式.

FFT, 牛顿迭代法, 拉格朗日定理...

极其复杂!
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凭什么不用考虑敛散性?

形式幂级数本质: 构成一元多项式环, 基本运算只有加法和卷积.
这二者是可以严格定义的.

其它运算: 是加法和卷积的复合运算!

从未定义过 “敛散性”, 那就当然不用考虑敛散性了!

思考题

为什么形式幂级数的卷积是严格定义的?
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凭什么不用考虑敛散性?

形式幂级数本质: 构成一元多项式环, 基本运算只有加法和卷积.
这二者是可以严格定义的.

其它运算: 是加法和卷积的复合运算!

从未定义过 “敛散性”, 那就当然不用考虑敛散性了!

思考题

为什么形式幂级数的卷积是严格定义的?
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谢谢大家!
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